POl BIEN TRONG TiCH PHAN BOI

(a). Trong tich phan mot lop, chiing ta c¢6 cong thirc doi bién sau day:

0] "&_ﬂ'.x‘l dx = [_'r_f'l' glu))g'(u) du

trong do Xx=g(u) va a=g(c),b=g(d).

Mot cach viét khac cua cong thuc [1] 1a:

‘Lb_f'{.ﬂ dy = ‘_l:':_f{.ﬂ.'r'h'l :%:'.".'r

(b). B6i voi tich phan 2 lop:

Chuing ta van c6 thé doi bién khi tinh tich phan, chang han nhu viéc d6i sang
toa do cuc ma chiing ta di 1am tir trudc ddy. Cu thé, néu cac bién moi r va € quan
hé voi cac bién cu x va y theo cac phuong trinh:

x=rcosf  y=rsinf
Khi 4y ta co:

'T_J“l'x. v) dA = ﬂ flrecos @, rsin@) r dr df
® K

Tong quat hon, chung ta xét mot phép d6i bién T tu mat phing uv sang mat
phang xy, duoc viét duoi dang: T (u,v) =(X,y), trong do X va y c¢6 quan hé véi u
va Vv theo cac phuong trinh:

X=9(u,v) va y=h(u,v)

Nhiéu khi chung ta con viét duoi dang: x = x(u,v) va y =y(u,v).

Chung ta gia thiét T 1a phép d6i bién thudc 16p C*, nghia 1 cac ham g(u,v)
va h(u,v) 1a cac ham c6 cac dao ham riéng cap 1 lién tuc. Néu T 1a phép doi bién
1-1 thi ching ta s& tim duoc mot phép doi bién T tu mat phang xy sang mit
phang uv va khi @6 mdi quan hé gitta u va v voi X va y duoc tinh bang cach

giai cac phuong trinh trén, ta co:



u=G(x,y) vav=H(X,y)

Mo phong cac phep doi bién trén bang hinh ve sau day:

T
S —= 5 R
{1y, 0y) T

°\ - /. X3 31)

Y
=Y

0 u 0

Vi du 1: Mot phép bién d6i dugc xac dinh bai phuong trinh
X=u?—-V? y =2uv

Tim anh cta hinh vuéng S = {(u,v)|0<u<1,0<v<1}
Giai Phép bién ddi anh xa dudng giGi han cia S vao duong gidi han cua anh , nén chung ta bat
ddu bang viée tim anh cua canh S. Canh thir nhat S, duoc cho bsi v=0(0<u <1) (hinh 2). Ttr
phuong trinh da cho ching ta c6 X=U* , y=0 nén 0<x<1. Vay S, dugc anh xa vao mot
doan dudng thang tir (0,0) dén (1,0) trong mat phang xy. Canh thirhai S, 1a u=1 (0<v<1)
va dat U =1 cho cac phuong trinh da cho chung ta c6

Xx=1-v° y=2v

Khtr v ta duoc

2

@) XZl_yT 0<x<1

La phuong trinh mot phan cua parabola. Tuong tw S, duoc cho béi v=1(0<u<1).S; c6 anh

la mot duong cong parabol

5) x=y7—1 1<x<0



Cubi cung S, duoc chobsi U=0(0<Vv<1) céanhla x=-v*,y=0 dodé —1<X<0 (Chuy
khi chiing ta di chuyén xung quanh hinh vuéng theo chiéu kim dong ho , chiing ta ciing di chuyén
xung quanh mién parabol theo chiéu kim déng hd). Anh cua S 1a mién R (xem hinh 2) duogc giéi
han bai truc x va cac parabol dugc cho bai cac phuong trinh (4) va (5)
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* Dinh nghia:

Jacobian cua mot phep doi bién T duoc cho boi x=g(u,v) va y =h(u,v)

Q OX
o(x.y) |ou ov| ox oy &y ox

o(u,v) |ay @:au'av ou ov
ou ov

* Péi bién trong tich phdn 2 lop:

Gia st T 1a mot phép d6i bién thudc 16p C' sao cho Jacobian cua no khac 0,
T bién mién S trong mat phang uv thanh mién R trong mit phang xy. Néu f 1a
mdt ham lién tuc va R, S 14 cac mién Dang I hoic Dang I1 thi khi 4y ta co:

alx. v)
alu, v)

du dv

i w

Dung cong thic trén, ching ta s& kiém tra dugc tinh ding dan ciia cong thic
d6i bién sang toa d6 cuc ma ch{mg ta da biét.

(c). Pi véi tich phan 3 lop:



Gia st T 13 mot phép d6i bién thudc 16p C* xac dinh boi cac phuong trinh
x=g(u,v,w), y=h(u,v,w) va z=Kk(u,v,w).Ngoaira, T sé&bién hinh khoi S

trong khong gian uvw thanh hinh khdi R trong khong gian xyz . Khi ay Jacobian

cua T la:
OX OX OX
ou ov ow
o0y |y o oy
o(u,v,w) |ou ov ow
oz 01 o1
ou ov ow
Miit khac ta con co:
ﬂ' fla, vy, 2)dV = ""lﬂ_ﬂr{.’r. v, w), i, v, w), z(w, v, w)) M du dv dw
g e dlw, v, w)

Dung cong thtrc trén, ban s€ ki€ém chiing duoc tinh ding dan ctia cac cong

thuc doi bién sang toa do tru va toa do cau.
* Vidu2: Sirdung phép doibién x =u®—v?, y=2uv dé tinh tich phan _U ydA , trong d6 R

R
1a mién duoc gidi han bai truc x va cc parabol y> =4—4x va y> =4+4x , y>0

Giii : Mién R duoc biéu dién ¢ hinh 2 trong vi du 1 chung ta da tim dugc T (S) =R trong d6 S
la hinh vuong [0,1]>< [0,1] . Nguyén nhan chung ta lya chon phwong 4n ddi bién trong phép tinh

tich phan d6 1a mién S s& don gian hon rat nhiéu so véi mién R. Trudc hét ching ta di tinh gia tri

Jacobian
OX ©OX
, A avl 2u =2
o(x y):au ov| _|! V:4u2+4v2>0
o(uv) |0y dy| |2v 2u
ou ov

Viy , ap dung dinh 1y ta dugc

” ydA = .[ j 2uv

dA IJ 2uv u +V )dudv



u=1

:SJSI:(u3v+uv3)dudv :SEHU“WL%UZWJ dv

u=0
= j:(2v+4v3)dv = [v2 +v4]2 =2

Chii y : Vi du 2 khong phai 1a mot bai toan kho dé tinh toan ching ta da dua ra mot phuong phap
d6i bién phu hop. Néu ching ta khong dua vao phép bién ddi T thi budc thir nhat sé phai suy nghi
mot phép ddi bién thich hop. Néu f (X, y) 1a ham kh 1y tich phan thi dang cia f (X,y) c6 thé
goi y cho ta mot phép bién d6i. Néu mién caa phép lay tich phan R 1a mot mién phuc tap thi phép
bién ddi nén chon sao cho twong duong véi mién S trong mit phang uv va c6 thé mé ta bang hinh
v& Mot cach thuan tién

Vi du 3 : Tinh tich phan ” by (Xfy)dA, trong d6 R mién hinh thang co cac toa do

R
(1,0),(2,0),(0,-2) va (0,-1)

Giai : Bai toan rat khé giai khi tinh truc tiép tich phan ” et (X_y)dA, chiing ta stir dung phép
R
dbi bién bang cach dat
U=X+y V=X-Y

Céc phuong trinh nay x4c dinh mot phép bién d6i T tir mat phing xy sang mat phiang uv. Dinh
Iy phat biéu v& mot phép bién ddi T tir mat phang uv sang mat phang xy. Giai cac phuong trinh 10
dbi vai xy ta duoc

x=%(u+v) y=%4(u-v)
Gia tri Jacobian cua T 1a
x o
o(xy) lou ov|_[z 3|__1
o(uv) [oy oy |3 -3 2
ou ov

Pé tim mién S trong mat phang uv twong tng véi R , ching ta cha y rang cac mat cia R nam trén
cac duong thang

y=0 X—y=2 x=0 Xx-y=1

Va tir mot trong cac phuong trinh 10 hodc 11 ta c6 anh cua cac dudng thang trong mit phang uv
la



u=v v=2 u=-v v=1

Nhu vay , mién S 1a mién hinh thang véi cac toa d¢ dinh (1,1),(2,2),(-2,2) va (-11) xem
hinh

|
e ot S secmn L‘
U= . Uu=i s

> - )
(—11) \ (L1) Yx—y=2

Dinh 1y cho ta két qua
(/v ga _ (oo 24Y)
Lje y ydA—jSIe a(u,v)dUdv
[ [le (3)ouav=Z [[ve ] av

[l (e-e padv=2(e-e?)



