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dP

dt
= kP (1.1)

với k là hằng số tỷ lệ.

Phương trình (1.1) là mô hình thứ nhất của chúng ta đối với sự
gia tăng dân số.
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Phương trình (1.2) được gọi là phương trình vi phân Logistic, nó
được đưa ra, vào những năm 1840, bởi nhà toán học Dutch và
nhà sinh vật học Pierre-Francois Verhulst.
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m
d2x
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Chúng ta có thể viết phương trình (1.3) dưới dạng

d2x

dt2
= −

k

m
x,
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một phương trình vi phân là một họ hàm.

Một phương trình vi phân thỏa mãn một điều kiện ban đầu
y(x0) = y0 được gọi là một bài toán giá trị ban đầu.
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Ví dụ:

(a) Phương Logistic

dP

dt
= kP

(
1−

P

K

)
.

P = P (t) là ẩn hàm, t là biến độc lập, k, K là các hằng số.
Phương trình Logistic chứa cấp đạo hàm cao nhất là cấp 1 nên
nó là là một phương trình vi phân cấp 1.
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Ví dụ:

(a) Phương Logistic

dP

dt
= kP

(
1−

P

K

)
.

P = P (t) là ẩn hàm, t là biến độc lập, k, K là các hằng số.
Phương trình Logistic chứa cấp đạo hàm cao nhất là cấp 1 nên
nó là là một phương trình vi phân cấp 1.

(b) Phương trình biên độ chuyển động của con lắc lò xo

m
d2x

dt2
= −kx.

x = x(t) là ẩn hàm, t là biến độc lập, k là hằng số. Phương trình
này chứa cấp đạo hàm cao nhất là cấp 2, nên nó là một phương
trình vi phân cấp 2.
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Ví dụ: Chỉ ra rằng bất kỳ phần tử của họ hàm y = 1+cet

1−cet là một
nghiệm của phương trình vi phân y′ = 1

2
(y2 − 1).

Giải: Chúng ta sử dụng quy tắc thương đối với đạo hàm để biểu
diễn y

y′ =
(1− cet)(cet)− (1 + cet)(cet)

(1− cet)2
=

2cet

(1− cet)2
.

Thay y vào vế phải của phương trình vi phân trở thành

1

2

(
y2 − 1

)
=

1

2

[(
1 + cet

1− cet

)2

− 1

]
=

2cet

(1− cet)2
.

Ta suy ra điều phải chứng minh.
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Ví dụ: Tìm một nghiệm của phương trình vi phân

y′ =
1

2

(
y2 − 1

)
thỏa mãn điều kiện ban đầu y(0) = 2.
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Ví dụ: Tìm một nghiệm của phương trình vi phân

y′ =
1

2

(
y2 − 1

)
thỏa mãn điều kiện ban đầu y(0) = 2.

Giải: Từ Ví dụ trên, thế giá trị t = 0 và y = 2 vào công thức
y = 1+cet

1−cet ta nhận được

2 =
1 + ce0

1− ce0
=

1 + c

1− c
⇒ c =

1

3
.

Như vậy nghiệm của bài toán giá trị ban đầu là

y =
1 + 1

3
et

1− 1
3
et

=
3 + et

3− et
.
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2 Trường có hướng.

Xét phương trình vi phân bậc nhất dạng

y′ = F (x, y),

với F (x, y) là một biểu diễn nào đó theo x và y.
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2 Trường có hướng.

Xét phương trình vi phân bậc nhất dạng

y′ = F (x, y),

với F (x, y) là một biểu diễn nào đó theo x và y.

Phương trình vi phân này chỉ ra rằng hệ số góc của đường
cong nghiệm tại (x, y) là F (x, y).
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2 Trường có hướng.

Xét phương trình vi phân bậc nhất dạng

y′ = F (x, y),

với F (x, y) là một biểu diễn nào đó theo x và y.

Phương trình vi phân này chỉ ra rằng hệ số góc của đường
cong nghiệm tại (x, y) là F (x, y).

Nếu chúng ta vẽ các đoạn thẳng nhỏ với độ dốc (hệ số góc)
F (x, y) tại các điểm (x, y), kết quả nhận được được gọi là một
trường có hướng (hoặc trường hệ số góc) của phương trình
y′ = F (x, y).
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3 Phương pháp Euler (Phương pháp số).
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3 Phương pháp Euler (Phương pháp số).

Xét bài toán giá trị ban đầu bậc nhất tổng quát
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Đặng Văn Cường Toán cao cấp A2
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y′ = F (x, y), y (x0) = y0.

Mục đích của chúng ta là tìm một giá trị xấp xỉ đối với nghiệm tại
các phần từ cách đều nhau x0, x1 = x0 + h, x2 = x1 + h, ..., ở
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3 Phương pháp Euler (Phương pháp số).

Xét bài toán giá trị ban đầu bậc nhất tổng quát

y′ = F (x, y), y (x0) = y0.

Mục đích của chúng ta là tìm một giá trị xấp xỉ đối với nghiệm tại
các phần từ cách đều nhau x0, x1 = x0 + h, x2 = x1 + h, ..., ở
đây h là được gọi là bề rộng của bước.
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Đặng Văn Cường Toán cao cấp A2

Phương pháp Euler - Xấp xỉ nghiệm
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Phương pháp Euler - Xấp xỉ nghiệm

y1 = y0 + hF (x0, y0).

Tương tự: y2 = y1 + hF (x1, y1) .

Tổng quát

yn = yn−1 + hF (xn−1, yn−1) .

ĐH Duy Tân 13 Khoa KHTN



Đặng Văn Cường Toán cao cấp A2

Phương pháp Euler - Xấp xỉ nghiệm

y1 = y0 + hF (x0, y0).

Tương tự: y2 = y1 + hF (x1, y1) .

Tổng quát

yn = yn−1 + hF (xn−1, yn−1) .

ĐH Duy Tân 13 Khoa KHTN



Đặng Văn Cường Toán cao cấp A2

Ví dụ: Sử dụng phương pháp Euler với bề rộng bước 0.1 để xây
dựng một bảng các giá trị xấp xỉ đối với nghiệm y(0, 3) của bài
toán giá trị ban đầu

y′ = x + y y (0) = 1.

Giải: Chúng ta cho h = 0.1, x0 = 0, y0 = 1và F (x, y) = x + y.
Khi đó ta có

y1 = y0 + hF (x0, y0) = 1 + 0.1 (0 + 1) = 1.1

y2 = y1 + hF (x1, y1) = 1.1 + 0.1 (0.1 + 1.1) = 1.22

y3 = y2 + hF (x2, y2) = 1.22 + 0.1 (0.2 + 1.22) = 1.362

Điều này có nghĩa nếu y(x) là nghiệm chính xác thì
y (0.3) ≈ 1.326

ĐH Duy Tân 14 Khoa KHTN



Đặng Văn Cường Toán cao cấp A2

Tiếp tục tính toán tương tự, chúng ta nhận được các giá trị trong
bảng

n xn yn n xn yn

1 0.1 1.100000 6 0.6 1.943122

2 0.2 1.220000 7 0.7 2.197434

3 0.3 1.326000 8 0.8 2.487178

4 0.4 1.528000 9 0.9 2.815895

5 0.5 1.721020 10 1.0 3.187485

ĐH Duy Tân 15 Khoa KHTN



Đặng Văn Cường Toán cao cấp A2

4 Phương trình tách biến.
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4 Phương trình tách biến.

Phương trình tách biến là phương trình có dạng

M(x)dx + N(y)dy = 0 (4.1)

trong đó M, N là các hàm liên tục trên (a, b) ⊂ R.
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4 Phương trình tách biến.

Phương trình tách biến là phương trình có dạng

M(x)dx + N(y)dy = 0 (4.1)

trong đó M, N là các hàm liên tục trên (a, b) ⊂ R.

Ta có

(4.1)⇐⇒ d

[∫ x

x0

M(x)dx +

∫ y

y0

N(y)dy

]
= 0

⇐⇒
∫ x

x0

M(x)dx +

∫ y

y0

N(y)dy = C

với x0, x, y0, y ∈ (a, b) và C là hằng số.
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Đặng Văn Cường Toán cao cấp A2

4 Phương trình tách biến.

Phương trình tách biến là phương trình có dạng

M(x)dx + N(y)dy = 0 (4.1)

trong đó M, N là các hàm liên tục trên (a, b) ⊂ R.

Ta có

(4.1)⇐⇒ d

[∫ x

x0

M(x)dx +

∫ y

y0

N(y)dy

]
= 0

⇐⇒
∫ x

x0

M(x)dx +

∫ y

y0

N(y)dy = C

với x0, x, y0, y ∈ (a, b) và C là hằng số.

Vậy nghiệm tổng quát của (4.1) là
∫

M(x)dx +
∫

N(y)dy = C.

ĐH Duy Tân 16 Khoa KHTN



Đặng Văn Cường Toán cao cấp A2

Ví dụ: (a) Giải phương trình vi phân dy
dx

= x2

y2 .

(b) Tìm nghiệm của phương trình này thỏa mãn điều kiện ban
đầu y(0) = 2.

ĐH Duy Tân 17 Khoa KHTN



Đặng Văn Cường Toán cao cấp A2

Ví dụ: (a) Giải phương trình vi phân dy
dx

= x2

y2 .

(b) Tìm nghiệm của phương trình này thỏa mãn điều kiện ban
đầu y(0) = 2.

Giải: (a) Với điều kiện y 6= 0 phương trình đã cho được viết lại

y2dy = x2dx.

Tích phân tổng quát (nghiệm tổng quát) của phương trình∫
y2dy =

∫
x2dx ⇔

1

3
y3 −

1

3
x3 = C,

với C là hằng số.
(b) Thay x = 0 và y = 2 vào công thức nghiệm tổng quát ta nhận
được C = 8

3
. Vậy nghiệm cần tìm là y3 − x3 = 8.

ĐH Duy Tân 17 Khoa KHTN



Đặng Văn Cường Toán cao cấp A2

Ví dụ: Giải phương trình vi phân dy
dx

= 6x2

2y+cos y
.

Giải: Với giả thiết 2y + cos y 6= 0 phương trình được viết lại

(2y + cos y)dy = 6x3dy.

Nghiệm tổng quát (tích phân tổng quát của phương trình) được
xác định∫

(2y + cos y)dy =

∫
6x2dx ⇔ y2 + sin y − 2x3 = C,

với C là hằng số.

ĐH Duy Tân 18 Khoa KHTN



Đặng Văn Cường Toán cao cấp A2

5 Một số ứng dụng của phương trình tách
biến.

5.1 Quỹ đạo trực giao.

ĐH Duy Tân 19 Khoa KHTN
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